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Se basa en un conjunto numerable de variables proposicionales
P ={po,p1,p2,-.-} y un conjunto A ={1,2,...,m} de m agentes.
El lenguaje lo denominamos L, y se encuentra definido mediante la
siguiente regla inductiva:
Si p€P, entonces p € Lyp;
Si p€ Lyp; i,k€A, entonces p, Able;p, Does,;p,
Doesﬁ‘p eLl;
Si p,yeL;ik€A, entonces —¢, (¢ A y), Goal; @, Bel; @,
0@, O'p, ', Int;p, IntF g € L.
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Se basa en un conjunto numerable de variables proposicionales

P ={po,p1,p2,-.-} y un conjunto A ={1,2,...,m} de m agentes.
El lenguaje lo denominamos L, y se encuentra definido mediante la
siguiente regla inductiva:

Si peP, entonces p € Lyop;

Si p,q € Lprop, entonces —p, (p A q) € Lyrop;

Si p€ Lyp; i,k€A, entonces p, Able;p, Does,;p,
Doesﬁ‘p eLl;

Si P, ye L;i,ke€ A, entonces -, (¢ A y), Goal, ¢, Bel; ¢,
0@, O'p, ', Int;p, IntF g € L.

i Convenciones de notacién? (@, v,p,q,i,k)
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Particionamos el sistema comenzando por su lenguaje £. Por un
lado obteniendo el lenguaje £, definido por la siguiente regla:
Si p € P, entonces p € L,
Si @,y € Ly, entonces =@, (¢ A W) E Ly
Si o€ L,,, e i,k€A, entonces Able;p, Does;,
Doesf? ¢ € Luon-
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Particionamos el sistema comenzando por su lenguaje £. Por un
lado obteniendo el lenguaje £, definido por la siguiente regla:
Si p € P, entonces p € L,
Si @,y € Ly, entonces =@, (¢ A W) E Ly
Si o€ L,,, e i,k€A, entonces Able;p, Does;,
Doesf‘(p € Lyon.
Y por otro lado obteniendo el lenguaje L,,,, definido por la
siguiente regla:
Si p€P, entonces p € Lupmm-
Si @,y € Lyprm, entonces =@, (@ A W) € Luom-
Si @€ Lyom e i,k€A, entonces Goal;@, Bel;p, O, O'¢p,
I'p, Int;@, Int‘e € Loorm.
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Para las férmulas de L5y, los modelos, (denominados de Kripke),
tienen la forma:

M= <W’ {Gi}ieA ’ {Bi}ieA 707 {Oi}ieA Y {Idi}ieA ) {Ii}ieA ’ {Izk}i,keA ’ V>

donde,
w €s un conjunto no vacio;
Vv es una funcién que asigna a cada variable

proposicional p; € P un subconjunto V(p;) de W;

{Gi}ica,--- son familias de relaciones binarias sobre W.
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Para las férmulas de £,,,, los modelos, (denominados tipo
Neighbourhood), tienen la forma:

M = <Wa {N?},EA ) {NiD}ieA ) {Nﬁ}i,keA’V>

donde,

w es un conjunto no vacio, (como en el caso de los
modelos de Kripke);

Vv es una funcién que asigna a cada variable
proposicional p; € P un subconjunto V(p;) de W,
(también como el caso de los modelos de Kripke);

{N}._,,--. son familias de mapeos desde W a conjuntos de

subconjuntos de W.



Deconstruyendo el sistema en estudio
Desarrollo de pruebas de completitud

El lenguaje
La perspectiva semantica

Decibilidad La perspectiva sintactica

Sumario

Siendo @ una férmula y @ un estado en M = (W,..., V), usamos el
simbolismo

M,oFE @

como una abreviatura de, ¢ se satisface en el estado ® de 9.
Definimos inductivamente para las férmulas no-modales (de
acuerdo a su forma):

M, o F p; sii 0 € V(p;), parai=0,1,2,...
M, 0 F - sii noseda MwkE @
MoEeAY si MoEe y M oE vy, (se dan ambas)
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Continuando las condiciones de satisfaccién para las férmulas
no-modales, agregamos las condiciones de satisfaccién para
férmulas que involucren operadores propios de L,0,m
(inductivamente):

M, wF Goal; @ sii Vv en M tal que wG;v, se tiene M,V E @
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Continuando las condiciones de satisfaccién para las férmulas
no-modales, agregamos las condiciones de satisfaccién para
férmulas que involucren operadores propios de L,0,m
(inductivamente):

M, wF Goal; @ sii Vv en M tal que wG;v, se tiene M,V E @
M, wEBel;¢  sii Vv en I tal que ®B;v, se tiene M,V E @
M oEO sii Y0 en M tal que @OV, se tiene M,V F @
Mo kEO ¢ sii YU en M tal que ®O'v, se tiene M, v = @
MoET @ sii YU en M tal que wld'v, se tiene M,V E @
M, o E Int; @ sii Y0 en M tal que wl;v, se tiene M, v E @

M, 0 F Intk @ sii - Yv en N tal que a)Ill‘v, se tiene M,V F @
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Para férmulas que involucren operadores propios de L.,
agregamos condiciones de satisfaccién para las férmulas
no-modales, (inductivamente):

M, F Able; ¢ sii o™ € N (o)

donde, |[@|™ ={@e W : M 0k ¢}.
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Para férmulas que involucren operadores propios de L.,
agregamos condiciones de satisfaccién para las férmulas
no-modales, (inductivamente):

M, Able; ¢ sii [|o]™ € NA(w)
M, w F Does; ¢ sii [|o]|™ € NP(w)
Mok Doesf Q sii ||(p||Em € N&(w)

donde, |[@|™ ={we W : M 0k ¢}.
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M, okF @
ME @
CEo

¢ se satisface en el estado @ de 901;

¢ es vdlida en 9N, (se satisface en todos sus estados);
@ es valida en la clase (de modelos) C;

simboliza la clase de todos los modelos de Kripke;

simboliza la clase de todos los modelos tipo
neighbourhood.
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Los sistemas axiomaticos (que veremos pronto), impondran en los
modelos una determinada estructura, pues estos modelos deben
validar los axiomas que los caracterizan. Hemos probado que los
esquemas de axiomas,

Bet) —Bel; son validos cuando las relaciones B;,
D Bel; L alid do | laci B
(D) -OL 0, O, I1d', I, I¥, son seriales.

(Dp) -0 L

(Dld) —I L

(DInt) —Int; L

(Dp) —Intf L
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Ademas los esquemas de axiomas,
(4g.)) Bel;  — Bel;Bel; ¢
(58.) —Bel; ¢ — Bel,—Bel; ¢

son validos cuando las relaciones B; son transitivas y euclideanas.
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Ademas los esquemas de axiomas,

(4g.)) Bel;  — Bel;Bel; ¢
(58.) —Bel; ¢ — Bel,—Bel; ¢

son validos cuando las relaciones B; son transitivas y euclideanas.
Estos son los modelos en los que estaremos interesados,

_ i i k
M= <W7 {Gi}ieA ) {Bi}ieA70’ {0 }ieA ) {Id }ieA ) {Ii}ieA ) {Ii }i,keA 2 V>

aquellos donde las relaciones B;, 0, O, Id', I, I¥, son seriales y
ademas las relaciones B; son transitivas y euclideanas.
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Ademas los esquemas de axiomas,

(4g.)) Bel;  — Bel;Bel; ¢
(58.) —Bel; ¢ — Bel,—Bel; ¢

son validos cuando las relaciones B; son transitivas y euclideanas.
Estos son los modelos en los que estaremos interesados,

_ i i k
M= <W7 {Gi}ieA ) {Bi}ieA 70’ {0 }ieA ) {Id }ieA ) {Ii}ieA ) {Ii }i,keA 2 V>

aquellos donde las relaciones B;, 0, O, Id', I, I¥, son seriales y
ademas las relaciones B; son transitivas y euclideanas.

Simbolizamos a la clase de estos modelos, ML,
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Necesitaremos que los modelos para L,,,, validen los esquemas:
(Cpoes) (Does; @ A Does; y) — Does; (¢ A y)

Hemos probado que esto sucede cuando los mapeos NP se
encuentran cerrados bajo intersecciones: si P € N”(®)
y Qe NP(w), entonces PNQ € NP (w).
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Necesitaremos que los modelos para L,,,, validen los esquemas:
(Cpoes) (Does; @ A Does; y) — Does; (¢ A y)

Hemos probado que esto sucede cuando los mapeos NP se
encuentran cerrados bajo intersecciones: si P € N”(®)
y Qe NP(w), entonces PNQ € NP (w).

(Tpoes) Does; ¢ — ¢

T poes €s vélido en los modelos donde los mapeos NP satisfacen que
si P € NP(w), entonces € P.
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Necesitaremos que los modelos para L,,,, validen los esquemas:
(Cpoes) (Does; @ A Does; y) — Does; (¢ A y)

Hemos probado que esto sucede cuando los mapeos NP se
encuentran cerrados bajo intersecciones: si P € N”(®)
y Qe NP(w), entonces PNQ € NP (w).

(Tpoes) Does; ¢ — ¢

T poes €s vélido en los modelos donde los mapeos NP satisfacen que
si P € NP(w), entonces € P.

(NNpges) —Does; T

NN poes es valido en los modelos donde para los mapeos NiD se
tiene que cualquiera sea @, W ¢ NP (o).
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(BR) Does;p — Able; ¢

BR es vilido en los modelos donde se cumple que cualquiera sea el
estado @, NP () C N} (w).
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(BR) Does;p — Able; ¢
BR es vilido en los modelos donde se cumple que cualquiera sea el
estado @, NP () C N} (w).

Entonces nos interesan los modelos para L,

M= <W7 {NzA}ieAv{NiD}ieA’{Nl?k i,keA’V>

donde se satisface (para cualquier ®),
Los mapeos NP se encuentran cerrados bajo intersecciones;
si Pe NiD(w), entonces ® € P;
W & NP (w);
NP (@) SN (o).
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(BR) Does;p — Able; ¢

BR es vilido en los modelos donde se cumple que cualquiera sea el
estado @, NP () C N} (w).

Entonces nos interesan los modelos para L,

= (W, N} AN Y s AVBY e V)
donde se satisface (para cualquier ®),
Los mapeos NP se encuentran cerrados bajo intersecciones;
si Pe NiD(w), entonces ® € P;
W & NP (w);
NP (@) SN (o).

Simbolizamos a la clase de estos modelos, .ZLR.
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En los enfoques modernos sobre sistemas de légica modal, se los
define en términos bastante abstractos: Un conjunto de férmulas
con determinadas condiciones de clausura. También se los define en
base a alglin sistema de prueba de preferencia. En nuestro caso los
sistemas de prueba son sistemas axiomaticos: Una coleccién de
axiomas que permiten iniciar el proceso deductivo y una coleccién
de reglas de deduccién que al aplicarse sucesivamente motorizan el
proceso. A este proceso lo conocemos como derivacion (> el ).

Cuando ¢ se obtiene mediante una derivacién en el sistema X, se
escribe X ¢, y se dice, ¢ es derivable en ¥, @ es un teorema de X.
(Recordemos que el sistema X es un conjunto de férmulas,
entonces: L@ sii ¢ €X).
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Este sistema caracterizara las férmulas validas de los modelos en la
clase M. Se encuentra basado en el difundido sistema de l6gica
modal K y se compone de los siguientes esquemas de axiomas:

(PL) Todas las instancias de tautologias del célculo proposicional

(KGoar) Goal; (¢ — y) — (Goal; ¢ — Goal; y)
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Este sistema caracterizara las férmulas validas de los modelos en la
clase M. Se encuentra basado en el difundido sistema de l6gica
modal K y se compone de los siguientes esquemas de axiomas:

(PL) Todas las instancias de tautologias del célculo proposicional

(KGoar) Goal; (¢ — y) — (Goal; ¢ — Goal; y)

... y reglas de deduccidn:

(MP) De ¢ y ¢ — vy, se deduce y
(Gengyar) De @, se deduce Goal; ¢
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Este sistema caracterizara las férmulas validas de los modelos en la
clase M. Se encuentra basado en el difundido sistema de l6gica
modal K y se compone de los siguientes esquemas de axiomas:

(PL) Todas las instancias de tautologias del célculo proposicional
(Kgoa) Goal; (¢ — y) — (Goal; ¢ — Goal; y)
+ (Kget) + (Ko) + (Kor) + (Kia) + (Kint) + (Kpur)
... y reglas de deduccidn:
(MP) De ¢ y ¢ — vy, se deduce y
(Gengyar) De @, se deduce Goal; ¢
+ (Geng,;) + (Gengp) + (Geny) + (Geny) + (Genyy,) + (Geny,y)
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Este sistema es una extension (*e®l. ) de KLy, es decir que
PL C KLprm C KLER .~ Se compone entonces de los esquemas de
axiomas y reglas de deduccién de KL, € incorpora:

(Dpe;) —Bel; L (4g.1) Bel; @ — Bel;Bel; ¢
(Dp) —-OL (53,) —Bel; @ — Bel;—Bel; ¢
(Do) -0 L

(D) —I'L

(D)  —Int; L

(Dpr)  —Intf L

KLLR  caracterizaré las férmulas validas de los modelos en MR,
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Este sistema se basa en los sistemas difundidos en |a literatura
como sistemas clasicos de l6gica modal. Se compone de los
siguientes esquemas de axiomas:

(PL) Todas las instancias de tautologias del calculo proposicional
...y reglas de deduccién:

MP) De ¢ y ¢ — v, se deduce y

RE4p.) De ¢ < y, se deduce Able; ¢ <> Able;

REp.s) De ¢ <> y, se deduce Does; ¢ <+ Does; ¥
REp,y) De ¢ < v, se deduce Doesf 0 < Doesg‘ v

CL,,, caracterizara las férmulas que validan los modelos en .7 .
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Aqui tenemos otra extensién: PL C CL,,, C CLER  Este sistema se

compone de los esquemas de axiomas y reglas de deduccién de
CL,on € incorpora los esquemas que son de nuestro interés:

(Choes) (Does; @ A Does; ) — Does; (¢ A y)
(TDoes) Doesi(p — @
(NNpges) —Does; T

(BR) Does; ¢ — Able; ¢

caracterizara las férmulas que validan los modelos en .Z*R.

C [,LR

non
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Aqui tenemos otra extensién: PL C CL,,, C CLLR . Este sistema se

non-
compone de los esquemas de axiomas y reglas de deduccién de

CL,on € incorpora los esquemas que son de nuestro interés:
(Choes) (Does; @ A Does; ) — Does; (¢ A y)
(Choes’) (Does¥ @ A Doesk y) — Doesk(¢ A v)
(Tpoes) ~ Doesip — ¢
(Tpoes)  Doeskop — ¢
(NNpges) —Does; T
(NNp,.y) —DoeskT

(BR) Does; ¢ — Able; ¢

C [,LR

LR caracterizara las férmulas que validan los modelos en .ZR.
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Introduccién al principal objetivo del trabajo
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Se dice que (el sist. de 16g. modal) ¥ es completo con respecto a la
clase C, cuando cada férmula valida en C es derivable (es un
teorema) de X:

Si CE ¢, entonces Xt ¢.

El reciproco de este enunciado, se conoce como la propiedad de
soundness, que es mas simple de demostrar y por consiguiente solo
hemos esquematizado y referenciado su demostracién.

Cuando ambas propiedades se satisfacen para algiin sistema con
respecto a alguna clase de modelos, se dice que el sistema esta
determinado por esa clase.
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Se dice que (el sist. de 16g. modal) ¥ es completo con respecto a la
clase C, cuando cada férmula valida en C es derivable (es un
teorema) de X:

Si CE ¢, entonces Xt ¢.

El reciproco de este enunciado, se conoce como la propiedad de
soundness, que es mas simple de demostrar y por consiguiente solo
hemos esquematizado y referenciado su demostracién.

Cuando ambas propiedades se satisfacen para algiin sistema con
respecto a alguna clase de modelos, se dice que el sistema esta
determinado por esa clase.

iPor qué nos interesa?
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Conceptos y definiciones preliminares
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La férmula ¢ es X-consistente cuando L ¥ —¢.

El conjunto finito de férmulas {@i,...,¢;} es consistente si la
conjuncién @ A ... A\ @; es consistente.

Un conjunto infinito de férmulas es consistente cuando todos
los subconjuntos finitos de éste son consistentes.

Un conjunto de férmulas I' es maximal X-consistente
(X-CMCQ), si T es X-consistente y para cualquier férmula v, si
y ¢ T, entonces T'U{y} es X-inconsistente (no es
Y-consistente).

(Intuitivamente, estos conjuntos contienen tantas férmulas
como sea posible sin devenir inconsistentes).
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Algunas fundamentales. Sea ¥ un sistema de légica modal, T" un
X-CMC, ¢ y y férmulas arbitrarias:

O eI, o —¢ €T, (pero no ambas),
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Algunas fundamentales. Sea ¥ un sistema de légica modal, T" un
X-CMC, ¢ y y férmulas arbitrarias:

O eI, o —¢ €T, (pero no ambas),
oANyel si pel’ y yel;
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Algunas fundamentales. Sea ¥ un sistema de légica modal, T" un
X-CMC, ¢ y y férmulas arbitrarias:

O o€I, o =g €T, (pero no ambas);
oANyel si pel’ y yel;
Cuando oI’ y ¢ - yel seda yerT;
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Algunas fundamentales. Sea ¥ un sistema de légica modal, T" un
X-CMC, ¢ y y férmulas arbitrarias:

O o€I, o =g €T, (pero no ambas);
oANyel si pel’ y yel;

Cuando oI’ y ¢ - yel seda yerT;
Si XF ¢ entonces ¢ €T.
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Algunas fundamentales. Sea ¥ un sistema de légica modal, T" un
X-CMC, ¢ y y férmulas arbitrarias:

O o€I, o =g €T, (pero no ambas);
oANyel si pel’ y yel;

Cuando oI’ y ¢ - yel seda yerT;
Si XF ¢ entonces ¢ €T.

Finalmente, sabemos que para cualquier conjunto A X-consistente,
podemos obtener una extensién maximal de A (un A £Z-CMC).
(Lema de Lindenbaum).
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Recordemos entonces que debemos probar: para cada férmula ¢,

Si CE ¢, entonces X+ ¢;
siendo C una clase particular de modelos y X un sist. de [6g. modal.
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Recordemos entonces que debemos probar: para cada férmula ¢,

Si CE ¢, entonces X+ ¢;
siendo C una clase particular de modelos y X un sist. de [6g. modal.

Si X ¢ entonces CF o,
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Recordemos entonces que debemos probar: para cada férmula ¢,

Si CE ¢, entonces X+ ¢;
siendo C una clase particular de modelos y X un sist. de [6g. modal.

Si X ¢ entonces CF o,

Si LV @ entonces existe un modelo M (en C) en el cual ME o,
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Recordemos entonces que debemos probar: para cada férmula ¢,

Si CE ¢, entonces X+ ¢;
siendo C una clase particular de modelos y X un sist. de [6g. modal.

Si X ¢ entonces CF o,
Si LV @ entonces existe un modelo M (en C) en el cual ME o,

Si LF ¢ entonces existe un modelo M (en C) y un estado @ en M
tales que M, w ¥ o,
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Recordemos entonces que debemos probar: para cada férmula ¢,

Si CE ¢, entonces X+ ¢;
siendo C una clase particular de modelos y X un sist. de [6g. modal.

Si X ¢ entonces CF o,
Si LV @ entonces existe un modelo M (en C) en el cual ME o,

Si LF ¢ entonces existe un modelo M (en C) y un estado @ en M
tales que M, w ¥ o,

Si LV @ entonces existe un modelo 9N (en C) y un estado ® en M
tales que M, E -0,
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Si LF ¢ entonces existe un modelo M (en C) y un estado @ en M
tales que M, E -0,
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Si LF ¢ entonces existe un modelo M (en C) y un estado ® en M
tales que M, E -0,

Si LV =@ entonces existe un modelo M (en C) y un estado ® en
M tales que M, o E @.

Finalmente estamos diciendo que una prueba de completitud (con
respecto a una clase C) implica demostrar que toda férmula
Z-consistente es satisfactible (en algin modelo de la clase C).
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El método del modelo canénico



Deconstruyendo el sistema en estudio Introduccién al principal objeti
Desarrollo de pruebas de completitud Conceptos y definiciones pr

Decibilidad El método del modelo canénico
Sumario Modelos canénicos para los sistemas tratados

Estos modelos (para el sistema X) tienen la siguiente forma,
M= (We,..., V)

donde,

W¢  es el conjunto de estados {I": T" es un £-CMC},

ve es la valuacién definida por, V¢(p;) ={w € W : p; € o}

Cada estado es un X-CMC y, cada uno de estos conjuntos es
un estado.

Para cada uno de ellos tendremos que:

(ONS Vc(pi) sii p; € @.



Deconstruyendo el sistema en estudio Introduccién al principal objeti
Desarrollo de pruebas de completitud Conceptos y definiciones pr

Decibilidad El método del modelo canénico
Sumario Modelos canénicos para los sistemas tratados

Estos modelos (para el sistema X) tienen la siguiente forma,
M= (We,..., V)

donde,

W¢  es el conjunto de estados {I": T" es un £-CMC},

ve es la valuacién definida por, V¢(p;) ={w € W : p; € o}

Cada estado es un X-CMC y, cada uno de estos conjuntos es
un estado.

Para cada uno de ellos tendremos que:

» def. satisf. m,(o ':pl SII (OXS Vc(pl) S” pl € 0.
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M, ok p; sii @eV(p;) sii p; €.
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M. 0 Fp; sii pi € O.

i Qué pasaria si esta equivalencia se sostuviera para cualquier
férmula @7

M oEQ si ¢ e .
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M. 0 Fp; sii pi € O.

i Qué pasaria si esta equivalencia se sostuviera para cualquier
férmula @7

M oEQ si ¢ e .

En cada estado (CMC) solo serian satisfactibles aquellas férmulas
que éste contiene. Por consiguiente dado que cualquier férmula
consistente se encuentra en algin CMC (estado) de 91, ésta seria
satisfactible en este modelo.
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M. 0 Fp; sii pi € O.

i Qué pasaria si esta equivalencia se sostuviera para cualquier
férmula @7

M OE @ sii @€ m sii @ esX-consistente.

En cada estado (CMC) solo serian satisfactibles aquellas férmulas
que éste contiene. Por consiguiente dado que cualquier férmula
consistente se encuentra en algin CMC (estado) de 91¢, ésta seria
satisfactible en este modelo.
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M. 0 Fp; sii pi € O.

i Qué pasaria si esta equivalencia se sostuviera para cualquier
férmula @7

M OE @ sii @€ m sii @ esX-consistente.

En cada estado (CMC) solo serian satisfactibles aquellas férmulas
que éste contiene. Por consiguiente dado que cualquier férmula
consistente se encuentra en algin CMC (estado) de 91¢, ésta seria
satisfactible en este modelo.

Si L¥ —¢ entonces existe un modelo M (en C) y un estado w en
M tales que M, w E .
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M. 0 Fp; sii pi € O.

i Qué pasaria si esta equivalencia se sostuviera para cualquier
férmula @7

M OE @ sii @€ m sii @ esX-consistente.

En cada estado (CMC) solo serian satisfactibles aquellas férmulas
que éste contiene. Por consiguiente dado que cualquier férmula
consistente se encuentra en algin CMC (estado) de 91¢, ésta seria
satisfactible en este modelo.

Si L¥ —¢ entonces existe un modelo M (en C) y un estado w en
M tales que M, w E .

iEn qué clase de modelos se encuentra OIC? (> def. modelo
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M. 0 Fp; sii pi € O.

i Qué pasaria si esta equivalencia se sostuviera para cualquier
férmula @7

M OEQ sii P (Lema de verdad)

En cada estado (CMC) solo serian satisfactibles aquellas férmulas
que éste contiene. Por consiguiente dado que cualquier férmula
consistente se encuentra en algin CMC (estado) de 91¢, ésta seria
satisfactible en este modelo.

Si L¥ —¢ entonces existe un modelo M (en C) y un estado w en
M tales que M, w E .

iEn qué clase de modelos se encuentra OIC? (> def. modelo
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M oEQ sii ¢ e .

El lema de verdad se satisface para férmulas no-modales. Esto se
prueba por induccién (estructural) sobre ¢.

Se obtiene que para las distintas formas que puede tomar ¢,
Cuando ¢ es de la forma p;: M, o F p; sii Di € @.
Cuando ¢ es de la forma —y: MoFE-y  si —yeo.
Cuando @ es de la forma 9 A y: M OEPA Y sii ¢ A YE @.
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M oEQ sii ¢ e .

El lema de verdad se satisface para férmulas no-modales. Esto se
prueba por induccién (estructural) sobre ¢.
Se obtiene que para las distintas formas que puede tomar ¢,

Cuando ¢ es de la forma p;: M, wFE p; sii Di € @.

Cuando ¢ es de la forma —y: MoFE-y  si —yeo.
Cuando @ es de la forma 9 A y: M OEPA Y sii ¢ A YE @.

i Qué sucede para las férmulas modales?
Esta pregunta nos lleva a especificar el modelo candnico para los

sistemas de légica modal que hemos visto previamente, KL, v
CLuon-
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Modelos candnicos para los sistemas tratados



Deconstruyendo el sistema en estudio Introduccién al principal objeti
Desarrollo de pruebas de completitud Conceptos y definiciones pr

Decibilidad El método del modelo canénico
Sumario Modelos canénicos para los sistemas tratados

Este modelo canénico tiene la siguiente forma:

= 5 % k
M= <WC’{Gi}ieA7{Bi}ieA’0’ {I }zkeA’ >
donde,
we es el conjunto de estados {I": T" es un KL,,,,,,-CMC},

Ve es la valuacién canénica que definimos anteriormente,
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Este modelo canénico tiene la siguiente forma:

U= <WC7{éi}ieA’{Ei}ieA’é’ {Ik}lkGA’ >

donde,
w¢ es el conjunto de estados {I": T" es un KL,,,,,,-CMC},
Ve es la valuacién canénica que definimos anteriormente,

%

Gi={(0,0): 0% Cov} donde ® % ={¢:Goal;p € w},
Bi={(0,v):0 %' Cv} donde w B!={¢:Belpc w},

Esta notacién es equivalente a: Para cualquier @ y v en W¢:
wG;v sii (V@) (si Goal; ¢ € ® entonces @ € V)... »satisf. Kripke
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Nuevamente el lema de verdad se prueba por induccién en la
estructura de @ € L,,5,;n- Cuando ¢ es una férmula no-modal ya
sabemos que el lema se cumple.

Luego se prueba que cuando ¢ tiene la forma Goal; y se obtiene
M, o F Goal; y sii Goal; ¥ € m; cuando tiene la forma Bel; y, se
obtiene 9, @ F Bel; y sii Bel; y € w; y asi para el resto de las
formas que puede tomar @ € L,pm-
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Nuevamente el lema de verdad se prueba por induccién en la
estructura de @ € L,,5,;n- Cuando ¢ es una férmula no-modal ya
sabemos que el lema se cumple.

Luego se prueba que cuando ¢ tiene la forma Goal; y se obtiene
M, o F Goal; y sii Goal; ¥ € m; cuando tiene la forma Bel; y, se
obtiene 9, @ F Bel; y sii Bel; y € w; y asi para el resto de las
formas que puede tomar @ € L,pm-

Tenemos entonces, para toda @ € Ly,
MEOEQ si @ €.
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Nuevamente el lema de verdad se prueba por induccién en la
estructura de @ € L,,5,;n- Cuando ¢ es una férmula no-modal ya
sabemos que el lema se cumple.

Luego se prueba que cuando ¢ tiene la forma Goal; y se obtiene
M, o F Goal; y sii Goal; ¥ € m; cuando tiene la forma Bel; y, se
obtiene 9, @ F Bel; y sii Bel; y € w; y asi para el resto de las
formas que puede tomar @ € L,pm-

Tenemos entonces, para toda @ € Lo,
MEwEQ si @ cw sii @ es KLy,m-consistente.
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Nuevamente el lema de verdad se prueba por induccién en la
estructura de @ € L,,5,;n- Cuando ¢ es una férmula no-modal ya
sabemos que el lema se cumple.

Luego se prueba que cuando ¢ tiene la forma Goal; y se obtiene
M, o F Goal; y sii Goal; ¥ € m; cuando tiene la forma Bel; y, se
obtiene 9, @ F Bel; y sii Bel; y € w; y asi para el resto de las
formas que puede tomar @ € L,pm-

Tenemos entonces, para toda @ € Lo,
MEwEQ si @ cw sii @ es KLy,m-consistente.

Si KLomm ¥ =@ entonces existe un modelo M (= IMC) (jen M7) y
un estado @ en M tales que M, w E .
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Nuevamente el lema de verdad se prueba por induccién en la
estructura de @ € L,,5,;n- Cuando ¢ es una férmula no-modal ya
sabemos que el lema se cumple.

Luego se prueba que cuando ¢ tiene la forma Goal; y se obtiene
M, o F Goal; y sii Goal; ¥ € m; cuando tiene la forma Bel; y, se
obtiene 9, @ F Bel; y sii Bel; y € w; y asi para el resto de las
formas que puede tomar @ € L,pm-

Tenemos entonces, para toda @ € Lo,
MEwEQ si @ cw sii @ es KLy,m-consistente.

Si KLomm ¥ =@ entonces existe un modelo M (= IMC) (jen M7) y
un estado @ en M tales que M, w E .

M€ esta en M, en consecuencia KL,,,.» es completo con respecto
a M.
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Un corolario inmediato del resultado anterior es:

MEQ si Kluom @
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Un corolario inmediato del resultado anterior es:

MEQ si Kluom @

Este resultado nos permite razonar lo siguiente: Si el modelo
canénico para un sistema X se encuentra contenido en una clase de
modelos C, entonces existe un modelo (en la clase C) que satisface
cualquier férmula X-consistente, es decir que X es completo con
respecto a C. El problema entonces se basa en probar que
determinado modelo canénico se encuentra en determinada clase de
modelos.
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Un corolario inmediato del resultado anterior es:

MEQ si Kluom @

Este resultado nos permite razonar lo siguiente: Si el modelo
canénico para un sistema X se encuentra contenido en una clase de
modelos C, entonces existe un modelo (en la clase C) que satisface
cualquier férmula X-consistente, es decir que X es completo con
respecto a C. El problema entonces se basa en probar que
determinado modelo canénico se encuentra en determinada clase de
modelos.

En el trabajo vimos que 9, se encuentra en la clase MK, con lo
cual entonces KLER es completo con respecto a MR,
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En el trabajo vimos que 9 se encuentra en la clase MK, con lo
cual entonces KLLR es completo con respecto a MR,

Esto lo hicimos incorporando los (esquemas de) axiomas propios de
KLLR al modelo canénico y, demostramos que la estructura del
modelo canénico se modifica acorde a la correspondencia con cada

axiomas.
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En el trabajo vimos que 9 se encuentra en la clase MK, con lo
cual entonces KLLR es completo con respecto a MR,

Esto lo hicimos incorporando los (esquemas de) axiomas propios de
KLLR al modelo canénico y, demostramos que la estructura del
modelo canénico se modifica acorde a la correspondencia con cada

axiomas. Es decir, la introduccién de los esquemas,

(4p.1) provoca que las relaciones B; se tornen transitivas,
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Sumario

En el trabajo vimos que 9 se encuentra en la clase MK, con lo
cual entonces KLLR es completo con respecto a MR,

Esto lo hicimos incorporando los (esquemas de) axiomas propios de
KLLR al modelo canénico y, demostramos que la estructura del
modelo canénico se modifica acorde a la correspondencia con cada

axiomas. Es decir, la introduccién de los esquemas,
(4pe1) provoca que las relaciones B; se tornen transitivas,

(55.1) provoca que las relaciones B; se tornen euclidianas,
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En el trabajo vimos que 9 se encuentra en la clase MK, con lo
cual entonces KLLR es completo con respecto a MR,

Esto lo hicimos incorporando los (esquemas de) axiomas propios de

KLLR al modelo canénico y, demostramos que la estructura del

modelo canénico se modifica acorde a la correspondencia con cada
axiomas. Es decir, la introduccién de los esquemas,

(4p.1) provoca que las relaciones B; se tornen transitivas,
(5g1) provoca que las relaciones B; se tornen euclidianas,

(D,.) provoca que las relaciones B;, O, O, I1di, I. y I¥ se tornen
seriales.

Es decir, el modelo canénico para KLLR ~se encuentra en la clase
MER
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Este modelo candnico tiene la forma,

M = <ch {N?}ieA > {NiD}ieA’{N’?"}i,kGA’V6>

donde,
we es el conjunto de estados {I'": I" es un CL,,,-CMC},
Ve es la valuacién canénica que definimos anteriormente.

NA(w) ={|o|: Able;p € »},

siendo || ={T e W:p T}
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Este modelo candnico tiene la forma,

M = <WC7 {N?}ieA > {NiD}ieA’{N’?"}i,kGA’V6>

donde
we es el conjunto de estados {I'": I" es un CL,,,-CMC},
Ve es la valuacién canénica que definimos anteriormente.

NA(w) ={|o|: Able;p € »},
N-D( ) = {|@|: Does; ¢ € 0},
N ®) ={|¢|:Doestp € ®}.

siendo || ={T e W: 9 T}.
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Con el modelo canénico para CL,,, también se cumple el lema de
verdad y la prueba se realiza de forma anéloga a la prueba para
KL,0rm, por induccién sobre la férmula @ € L.

Para las formas no-modales de ¢, ya sabemos que el lema se
cumple. Para las férmulas modales de £,,,, se obtiene lo esperado:

M, 0 F Able; v sii Able; v € @,
M, o EDoes; ¥y sii Does; ¥ € @,
M, @ F Doest v sii Doest y € .

Nuevamente tenemos que para toda ¢ € L,,: M, 0 F @ sii ¢ € 0.

Ademas éste modelo candnico se encuentra en .#, lo que implica
que CL,,, es completo con respecto a la clase .Z.
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Del resultado anterior también podemos derivar un corolario
analogo al que derivamos para el modelo canénico de KL, pm:

MEQ sii CLynt @

Ahora, como ya vimos, para probar la completitud de CLER con
respecto a .#R, alcanza con demostrar que el M (para CLLR ) se
encuentra en la clase .#Z*R.

Para ello hemos chequeado las propiedades de los mapeos (la
estructura del modelo canénico) a medida que incorporamos los
axiomas propios de CLER Y obtuvimos resultados positivos: I0¢
modifica su estructura acorde a los axiomas incorporados
obteniendo finalmente un modelo canénico en la clase .#Z'R.

Aseguramos asi que CLLR es completo con respecto a .#ZX.
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Cuando se tiene que para toda @,
Yt sii CE @, sedice que X se encuentra determinado por C.



Deconstruyendo el sistema en estudio Introduccién al principal objetivo del trabajo
Desarrollo de pruebas de completitud Conceptos y definiciones pr inares

Decibilidad El método del modelo canénico
Sumario Modelos canénicos para los sistemas tratados

Cuando se tiene que para toda @,
Yt sii CE @, sedice que X se encuentra determinado por C.

Para las pruebas sobre soundness en los sistemas basicos tratados,
hemos dado varias referencias bibliograficas de dénde y cémo se las
puede obtener. Ademas para los sistemas extendidos KLLR 'y
CLLR hemos probado la validez de los esquemas que los
caracterizan en las clase de modelos correspondientes. Asegurando

asi, resultados de soundness para los sistemas tratados.
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Cuando se tiene que para toda @,
Yt sii CE @, sedice que X se encuentra determinado por C.

Para las pruebas sobre soundness en los sistemas basicos tratados,
hemos dado varias referencias bibliograficas de dénde y cémo se las
puede obtener. Ademas para los sistemas extendidos KLLR 'y
CLLR hemos probado la validez de los esquemas que los
caracterizan en las clase de modelos correspondientes. Asegurando
asi, resultados de soundness para los sistemas tratados.

Podemos considerar entonces que:

KL,orm se encuentra determinado por M,

CL,on se encuentra determinado por ./,

KLLR — se encuentra determinado por M,
CLEIR  se encuentra determinado por %R,
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Problemas (clasicos) deseables de automatizar
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Dada una férmula ¢ en algin lenguaje particular y una clase de
modelos M, desde el punto de vista seméantico, los problemas
tipicos que deseamos automatizar son:

El problema de M-satisfactibilidad: consiste en determinar si la
férmula @ es satisfactible (o0 no) en algiin modelo de M.

El problema de M-validez: consiste en determinar si la férmula
¢ es satisfactible (o no) en todos los modelos de M.
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Dada una férmula ¢ en algin lenguaje particular y una clase de
modelos M, desde el punto de vista seméantico, los problemas
tipicos que deseamos automatizar son:

El problema de M-satisfactibilidad: consiste en determinar si la
férmula @ es satisfactible (o0 no) en algiin modelo de M.

El problema de M-validez: consiste en determinar si la férmula
¢ es satisfactible (o no) en todos los modelos de M.

Existe una relacién estrecha entre ambos problemas. Si existe un
método efectivo (m.e.) para resolver el problema de
M-satisfactibilidad, entonces existe uno para resolver el problema de
M-validez (y vice versa) pues, dado que —¢ no es satisfactible en M
si y solo si ME ¢, dado un m.e. para resolver M-satisfactibilidad,
podemos utilizarlo para testear la validez de ¢ usando —¢ como
Input.
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Desde el punto de vista sintactico, hablaremos de otros problemas
que inicialmente pareceran distanciados de los anteriores. Si X es
una légica modal y @ una férmula en su lenguaje,

El problema de L-consistencia es determinar si @ es o no
Y-consistente, (§ ¥ - 7).
El problema de X-derivabilidad es determinar si @ es o no
deducible en £, (; £+ @ 7).
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Desde el punto de vista sintactico, hablaremos de otros problemas
que inicialmente pareceran distanciados de los anteriores. Si X es
una légica modal y @ una férmula en su lenguaje,

El problema de L-consistencia es determinar si @ es o no
Y-consistente, (§ ¥ - 7).
El problema de X-derivabilidad es determinar si @ es o no
deducible en £, (; £+ @ 7).

Ahora notemos que si X es una l6gica modal y M una clase de
modelos que |la determina, entonces el problema de X-consistencia
es equivalente al problema de M-satisfactibilidad, y el problema de
Y-derivabilidad es equivalente al problema de M-validez.
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Se dice que X es decidible si los problemas de M-satisfactibilidad y
M-validez son decidibles. Un primer paso que puede ayudar a probar
la decibilidad es determinar si el sistema posee la propiedad de
modelo finito (f.m.p.), dado que esta propiedad habilita una
aceptable estrategia de prueba.

La f.m.p. la poseen aquellos sistemas de l6gica modal que pueden
estar determinados por una clase de modelos en la cual todos ellos

sean finitos.

Mi, F@ si @
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Si X se encuentra determinada por una clase de modelos finitos
My, € M, evidentemente no es posible en este sistema expresar
férmulas que requieran de una estructura infinita para su
satisfaccién. Bajo esta pobreza de expresividad se esconde la
principal fortaleza computacional de X.
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Si X se encuentra determinada por una clase de modelos finitos
My, € M, evidentemente no es posible en este sistema expresar
férmulas que requieran de una estructura infinita para su
satisfaccién. Bajo esta pobreza de expresividad se esconde la
principal fortaleza computacional de X.

iCémo lo aprovechamos?: Estrategia (bosquejo), para resolver el
problema de M-satisfactibilidad:
Generamos cada uno de los modelos 2t (finitos), de M.

Testeamos si para algiin @ en algiin modelo generado, se da
M, 0 F o.
Si asi sucediera @ es M-satisfactible, sino, no lo es.

iNos alcanza con esto?
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Si X se encuentra determinada por una clase de modelos finitos
My, € M, evidentemente no es posible en este sistema expresar
férmulas que requieran de una estructura infinita para su
satisfaccién. Bajo esta pobreza de expresividad se esconde la
principal fortaleza computacional de X.

iCémo lo aprovechamos?: Estrategia (bosquejo), para resolver el
problema de M-satisfactibilidad:
Generamos cada uno de los modelos 2t (finitos), de M.
Testeamos si para algiin @ en algiin modelo generado, se da
M, 0 F o.
Si asi sucediera @ es M-satisfactible, sino, no lo es.

iNos alcanza con esto? NO: necesitamos una cota superior para el
tamafio de los modelos finitos.
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Existe un método para obtener una clase de modelos finitos
acotados, que determinen los sistemas que hemos estado viendo
aprovechando el trabajo que ya realizamos.
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Existe un método para obtener una clase de modelos finitos
acotados, que determinen los sistemas que hemos estado viendo
aprovechando el trabajo que ya realizamos.

El método se vale de la intrinseca nocién de localidad en la
interpretacién (o evaluacién) de las férmulas mediante la definicién
de satisfaccion en las semanticas que hemos expuesto. Y en
relacién con esto, dado que la satisfaccién de una férmula depende
anicamente de la satisfaccion de sus subférmulas en los estados
correspondientes del modelo ( »defsatisf. ), explota la posibilidad de
construir una especie de modelo canénico pequefio, no constituido
por subconjuntos maximales X-consistentes de un lenguaje infinito
(por ejemplo L,5,m) sino construidos en base a las subfémulas de la
férmula que pretendamos que éste satisfaga.
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Decibilidad para los sistemas normales tratados



IDDee(;Z':::{Il;y;:dc:_:i;;sst:lr:i:; else';::ltdl:g Problemas (clasicos) deseables de automatizar
P P Decibilidad para los sistemas normales tratados

Decibilidad

i Decibilidad para los sistemas no-normales tratados
Sumario

El método se basa en adaptar los modelos canénicos para los
sistemas tratados y obtener modelos finitos, acotados, y en las
clases de modelos pretendidas, que satisfagan cualquier férmula
arbitraria y consistente. Es decir, para el caso de @ € L,m:
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El método se basa en adaptar los modelos canénicos para los
sistemas tratados y obtener modelos finitos, acotados, y en las
clases de modelos pretendidas, que satisfagan cualquier férmula
arbitraria y consistente. Es decir, para el caso de @ € L,m:

Si KLyom ¥ —@ entonces existe un modelo M, finito y acotado
(en M) y un estado @ en M, tales que My, ® F @.

Se necesita entonces de los conjuntos Sub (@) (el conj. de
subférmulas de @) y Sub™ (@) = Sub (@) U{—-y: y € Sub(p)}. Y
sea también Con (@) el conjunto de subconjuntos maximales

KL, orm-consistentes de Sub™ (). Los elementos de Con (@) se
pueden obtener mediante un mecanismo analogo al que utilizamos
para extender conjuntos consistentes y obtener un CMC
(Lindenbaum) pero restringiéndonos esta vez solo a las férmulas en
Sub™ (@).
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Siendo los elementos de Con (@) consistentes, cualquiera de ellos
contiene a ¥ 0 a —y para cualquier férmula y € Sub (¢), pero no
podria contener a ambas por ser consistente. De esta manera la
cardinalidad de Con (@) es a lo sumo 215/(?)l | que a su vez se
encuentra acotada por 2!%! dado que |Sub (9)| < |9|.

M, tiene la forma,
mqo — <W¢7éiagi7éaéi7lai7ii7j;ka VC>

donde Wy ={I':T" € Con (@)} y el resto de los componentes son
idénticos al modelo canénico ¢ para KL,,m. My se comporta de
igual manera que 901 y se puede demostrar de forma analoga el
lema de verdad como vimos con 9.
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Se puede demostrar entonces un analogo al lema de verdad que
vimos anteriormente:

Si @ € Wy, entonces para toda y € Sub(@) se tiene My, 0 F y
siil Y E®.

De lo cual inferimos que:

Si @ € Lyorm es KL,omm-consistente, entonces ¢ es satisfactible en

un modelo finito de la clase M con a lo sumo 2!9! estados.

Esto nos alcanza para asegurar que KL, posee la f.m.p. fuerte y
ademds es completo con respecto a la clase M.
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LR ;
El mini modelo candnico para KLER IMNG" necesita algunas
modificaciones para que se puede demostrar el lema de verdad y
ademas obtener un modelo en la clase MR,

En primera instancia el dominio de MR se compone de
subconjuntos maximales KLLR _consistentes de Sub™ (). Por otro
lado la finitud del dominio provoca la pérdida de algunas
propiedades de las relaciones canénicas B;, pero estas se pueden
redefinir para volver a obtener un modelo en MR Sin embargo
esta redefinicion nos exige modificar la prueba del lema de verdad
cuando tratemos férmulas de la forma Bel, ¢.

Esto alcanza para demostrar que,
Si @ € Lyorm €5 Kﬁno,m—consistente, entonces @ es satisfactible en
un modelo finito de la clase MR con a lo sumo 2!9! estados.
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Generamos cada uno de los modelos finitos 9t (con hasta a lo
sumo 2/¢l estados), en M. (Hay una cantidad finita de estos
modelos).

A medida que los generamos, chequeamos que cada 9t se
encuentre en M, (especialmente en el caso de los sistemas
no-basicos). (Otra tarea finita pues los modelos lo son).

Si 9 se encuentra en M, testeamos si para algiin @ de 9, se
da M, w F ¢. (Otra tarea finita pues tanto @ como M son
finitos).

Si asi sucediera @ es M-satisfactible, sino, continuamos con la
generacién de modelos.
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Decibilidad para los sistemas no-normales tratados
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La decibilidad en estos sistemas se puede demostrar siguiendo el
mismo enfoque que en el caso de los sistemas KL,pm/KLER | es
decir, probar que poseen la f.m.p. y luego describir un m.e. analogo
al desarrollado para decidir los problemas de M-satisfactibilidad/
MR _satisfactibilidad. Para la f.m.p. se pueden modificar los
modelos minimos y obtener otra especie de mini modelo acotado

mediante la técnica de filtrado.

Otra alternativa de prueba existe en la literatura, que permite
acudir directamente al resultado, pues se ha demostrado que los
sistemas de légica modal clasica no iterativas, de las cuales CL,,, y
CLLR son instancias, poseen la f.m.p.
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Los (sub)sistemas estudiados son completos con respecto a las
semanticas pretendidas.

Los (sub)sistemas estudiados son decidibles.

Perspectiva (a futuro...)

Dominar alglin método de combinacion de Iégicas que permita
recombinar hacia el sistema original y transferir los resultados
de completitud y decibilidad. (Algo de esto se ha estado
estudiando).

Implementar los sistemas estudiados, algunas cosas hay hechas
con respecto a chequeadores de modelos.

Utilizar alguna alternativa que permita trabajar con todos los
operadores de £ bajo un mismo sistema semantico y evitar la
problematica de recombinacién. (Algo de esto se ha estudiado
también).



Apéndice Definiciones

El proceso deductivo es capturado por lo que se entiende como una
derivacion (demostracion, prueba) en el sistema de l6gica modal
T1: esto es una sucesién finita de férmulas @i, ..., @,, donde cada
@i (Vi , 1 <i<n)es una instancia de alguno de los esquemas de
axiomas de X o se deduce de dos miembros anteriores de la
sucesion, por ejemplo @; y @ (j <i, k <i) por aplicacién directa de
alguna de las reglas de deduccion. Se dice entonces que tal sucesion
es una derivacién® de @, en X, y que @, es un teorema de X3.
Cuando la féormula ¢ se obtiene mediante una derivacién en X, se
escribe X I ¢, y se dice, ¢ es derivable* en X.

» sist. de 16g. modal

LUtilizaremos el simbolo £ como variable sobre conjuntos de férmulas que
son sistemas de l6gica modal.

20 demostracién, o prueba.

3Cuando consideramos a £ como un conjunto de férmulas cerrado por
determinadas reglas, ¢ es un teorema de X si y solo si ¢ € £.

40 probable, o deducible, o demostrable.
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